Exercices AP1 I

Exercice 1

Démontrer les égalités suivantes:

1 x2+127 2x T+ 6
2 —4 -2 42

2. (z —3)(z* + 32z — 10) = (z + 5)(z* — 52 + 6)
3. (a®> — %) + (2ab)? = (a® +%)?

Exercice 2

Démontrer par récurrence que:

nin+1)(2n+ 1)
6

2. 7" + 2 est divisible par 3 pour tout n € N

1. 1249224324 ... 42 = pour tout n > 1.

Correction I

Exercice 1

1. On part du c6té droit et on met au méme dénominateur:
2x z+6 2x r+2 x4+6 x-—2

r—2 r+2 x_2x$+27$+2x$_2
2x(x + 2) (x+6)(z—2)

(z—=2)z+2) (z+2)(z—2)
222 + 4z 22 — 2z + 6z — 12

(x —2)(z +2) (x+2)(z—2)
20 + 4z — a2 — 4z + 12

x2—4
o +12
224
2. On développe des deux cOtés et on compare les résultats:
(x—3)(z? +32—-10) = 2°+32% — 102 — 32° — 9z + 30
= 2°—192+30

D’autre part:

(x +5)(z* — 5z + 6)

22 — 522 + 62 + 522 — 252 + 30

= 2°—192+30
Les deux termes sont égaux. L’égalité est prouvée.
3. On part du coté gauche:

(a®> = )2 + (2ab)* = a* —2xa®b® +b* + 4a*D?
= a*+2ad%? + b* (identité remarquable (a + b)?)

— (a2 + b2)2
Remarque: On peut aussi développer le co6té droit et comparer avec ’avant-dernier résultat obtenu du c6té gauche.



Exercice 2

I1x2x3
1. e Initialisation: Pour n=1, le terme de gauche vaut 1 = 1 et celui de droite vaut —5 - 1.
La propriété est vraie au rang 1.
e Hérédité: Supposons la propriété vraie pour un rang n donné, c’est a dire:
1)(2 1

12192 g2 4. g2 = O )6( n+l)

Donc, en ajoutant (n 4 1)? de chaque coté, on obtient:
1)(2 1
12422432 4. 40t (nt1)? = n(n + )6( n + )+(n+1)2
nn+1)2n+1) 6 x (n+1)°
= + (facteur commun)

(n+ 1)(?1(271 +1)+6(n+1))

6
(n+1)(2n% +n + 6n + 6)

6
(n+1)(2n* + Tn + 6)

A ce stade, il est temps, si cela n’est pas déja fait, de se poser la question de ce qu’il faut trouver comme résultat a droite
nn+1)2n+1) m+1)(n+2)2(n+1)+1)
6 )

pour le rang n+ 1. L’expression c’est

3 dire (n+1)(n+2)(2n+ 3).

au rang n devient au rang suivant

En comparant notre résultat avec cette derniére expression, on voit qu’il suffit de prouver que:

2n% +Tn+ 6 = (n +2)(2n + 3), ce qui s’obtient facilement en développant:

(n+2)(2n+3) = 2n* + 3n +4n + 6 = 2n* + Tn + 6. C’est gagné...la propriété est vraie au rang n + 1.
e Conclusion: La propriété est initialisée et héréditaire. Elle est donc vraie pour tout entier n > 1.

2. e Initialisation: pour n = 0, on a 7° + 2 = 3. C’est bien divisible par 3. La propriété est vraie au rang 0.
e Hérédité: Supposons la propriété vraie pour un rang n donné, c’est a dire que 7" + 2 est divisible par 3. Autrement
dit, 7" 4 2 est un multiple de 3 et peut donc s’écrire 7" + 2 = 3p avec p entier. (Nous devons montrer que 7" 42 est
un multiple de 3).
En multipliant par 7 dans les deux membres de notre hypothese de récurrence, on obtient:
7x (T4 2) =7 x 3p, puis:
7"t 1 14 = 21p, puis, on découpe 14 en 2 + 12 pour se rapprocher de notre objectif:
77Tl 4+ 2 412 = 21p, afin d’obtenir:
7 192 = 21p — 12, qu'on peut aussi écrire:
7"t 42 =3 x (Tp — 4), ce qui prouve que 7" + 2 est un multiple de 3. La popriété est vraie au rang n + 1.
e Conclusion: La propriété est initialisée et héréditaire. Elle est donc vraie pour tout entier n € N.
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