
DERIVEES

1 Taux de variation

Dans 
ette partie, f est une fon
tion numérique dé�nie sur un intervalle I, C sa 
ourbe représentative dans un repère.

a et x sont deux réels distin
ts de I.

Dé�nition

Le taux de variation de la fon
tion f entre a et x est le quotient :

f(x)− f(a)

x− a

Ave
 x = a+ h, 
e quotient s'é
rit aussi :

f(a+ h)− f(a)

h

En maths, 
e taux de variation représente l'a

roissement verti
al par rapport à l'a

roissement horizontal. Graphiquement,


e
i 
orrespond au 
oe�
ient dire
teur de la 
orde (segment de droite) reliant les points A(a; f(a)) et M(x; f(x)). En e�et,


e 
oe�
ient dire
teur est

yM − yA

xM − xA

=
f(x)− f(a)

x− a

bA

a

f(a)

b
M

x

f(x)

∆x

∆f

Remarque. En s
ien
es, notamment en physique, le taux de variation permet par exemple de 
al
uler une vitesse moyenne.

Ainsi, si x représente le temps et f(x) une distan
e, alors la vitesse moyenne entre les instants a et x est

f(x)− f(a)

x− a
=

∆f

∆x
=

distan
e par
ourue

temps é
oulé

Ce
i se généralise à toute grandeur physique étudiée en fon
tion du temps :

• A

élération (vitesse de variation de vitesse) :

∆Vitesse

∆temps

• Débit (vitesse de variation de volume) :

∆Volume

∆temps

• Pression (vitesse de variation de pression) :

∆Pression

∆temps

• vitesse de réa
tion 
himique :

∆Con
entration

∆temps



Exemple. Pour f dé�nie sur R par f(x) = x2
, le taux de variation de f entre a et a+ h est :

f(a+ h)− f(a)

h
=

(a+ h)2 − a2

h

=
a2 + 2ah+ h2 − a2

h

=
h(2a+ h)

h

= 2a+ h

2 Nombre dérivé

Dé�nition

On dit que f est dérivable en a et on appelle nombre dérivé de f en a noté f ′(a) la limite suivante, lorsqu'elle

existe :

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

ou ave
 x = a+ h :

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

On dit en
ore que f est dérivable au point d'abs
isse a.

Interprétation graphique :

Lorsque x se rappro
he de a, le point M se rappro
he de A, et la droite (AM) se rappro
he de la tangente à Cf au point A

Ainsi, f ′(a) est le 
oe�
ient dire
teur de la tangente à Cf au point d'abs
isse a

b A

a

f(a)

b
M

a+ h

f(a+ h)

Exemple. Pour f dé�nie sur R par f(x) = x2
, 
al
uler le nombre dérivé de f en 3 puis en −1 :

f(a+ h)− f(a)

h
= 2a+ h d'après l'exemple pré
édent

f ′(a) = lim
h→0

2a+ h = 2a

f ′(2) = 2× 3 = 6. Le 
oe�
ient dire
teur de la tangente à Cf au point d'abs
isse 2 est 6.

f ′(−1) = 2× (−1) = −2. Le 
oe�
ient dire
teur de la tangente à Cf au point d'abs
isse −1 est −2.

Important

En maths, il faut (presque) toujours asso
ier nombre dérivé f ′(a) et 
oe�
ient dire
teur de la tangente en a, surtout

lorsqu'il s'agit de le
tures graphiques !



Remarque. En s
ien
es, le nombre dérivé permet d'obtenir une valeur instantanée de la grandeur étudiée à un instant

donné. Il s'agit de 
al
uler le taux de variation entre deux instants a et a+ h in�niment pro
hes. Par exemple le 
al
ul de la

vitesse "moyenne" d'une parti
ule entre deux instants séparés d'une millise
onde (ou mi
rose
onde, et
...) donne une bonne

approximation de la vitesse instantanée de 
ette parti
ule autour des instants 
onsidérés. C'est 
e que font les 
ompteurs de

vitesse des véhi
ules... C'est le même prin
ipe pour les a

élérations-débits-pression-
on
entration-et
... instantanés.

La notation, en revan
he, est di�érente. Au lieu de noter lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

∆f

∆x
, les physi
iens é
rivent

df

dx
, le "d"

signi�ant variation in�nitésimale.

Propriété : Equation de la tangente en a

Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I et dérivable en a ∈ I

La tangente Ta à la 
ourbe Cf au point d'abs
isse a a pour équation : Ta : y = f ′(a)(x− a) + f(a)

Remarque. Cette formule est à savoir par 
oeur...ou à savoir retrouver en posant que l'équation de la tangente à Cf au

point d'abs
isse a est du genre : y = f ′(a)x + p (puisque f ′(a) est le 
oe�
ient dire
teur de la tangente), puis que le point

A(a; f(a)) est sur la tangente (A est le point de 
onta
t de la 
ourbe et de la tangente), et don
 que ses 
oordonnées véri�ent

yA = f ′(a)xA + p ⇔ f(a) = f ′(a)× a+ p ⇔ p = f(a)− f ′(a)× a. Ainsi l'équation de la tangente est :

y = f ′(a)x + f(a)− f ′(a)a = f ′(a)(x − a) + f(a).

Exemple. Soit f(x) = x2 + 2. Déterminer l'équation de la tangente en 0 et en −1.
La fon
tion dérivée de f est :f ′(x) = 2x
f ′(0) = 0 don
 T0 : y = 0× (x − 0) + f(0) = 2
f ′(−1) = −2 don
 T−1 : y = −2× (x+ 1) + f(−1) = −2x+ 1

Attention

Une erreur fréquente 
onsiste à oublier d'é
rire � y = �...Une équation de droite (et don
 de tangente) a toujours deux

termes séparés par un � = �. Ainsi, dans l'exemple pré
édent, il n'est pas 
orre
t de dire que −2x+1 est l'équation de

la tangente en −1. Veillez don
 bien à é
rire y=− 2x+ 1 ! ! !

3 Fon
tion dérivée

Dé�nition

Soit f une fon
tion dérivable en tout point x d'un intervalle I, alors la fon
tion qui à x asso
ie f ′(x) est appelée

fon
tion dérivée de f sur I. On la note f ′

tableau des dérivées usuelles

Fon
tion f Fon
tion f ′
Ensemble de dérivabilité de f

k 0 R

ax+ b a R

x 1 R

x2 2x R

xn (n ∈ N) nxn−1
R

1

x
− 1

x2
R

∗

1

xn
= x−n (n ∈ N) − n

xn+1
= −nx−n−1

R
∗

√
x

1

2
√
x

R
∗

+

sin(x) cos(x) R

cos(x) − sin(x) R



Exemples. Cal
uler la dérivée de 
ha
une des fon
tions suivantes :

•f(x) = −2 f ′(x) = 0

•f(x) = 2− 4x f ′(x) = −4

•f(x) = x2015 f ′(x) = 2015x2014

•f(x) = 3

4
f ′(x) = 0

•f(x) = 3x− 5

7
f ′(x) =

3

7

•f(x) = 1

x5
= x−5 f ′(x) =

−5

x6
= −5x−6

4 Opérations sur les fon
tions dérivables

opérations sur les dérivées

u et v sont deux fon
tions dé�nies et dérivables sur un même intervalle I

Fon
tion f(x) Dérivée f ′(x) Remarques

u+ v u′ + v′

k × u ave
 k ∈ R k × u′

u× v u′ × v + u× v′

u2 2× u× u′

u

v

u′ × v − u× v′

v2
partout où v(x) 6= 0

1

v
− v′

v2
partout où v(x) 6= 0

f(ax+ b) af ′(ax+ b)

Je vous prie instamment de suivre le 
onseil suivant...

Il est impératif de 
onnaître les deux tableaux pré
édents par 
oeur et de savoir les utiliser.

Exemples. Cal
uler la dérivée de 
ha
une des fon
tions suivantes :

1. f(x) = x3 + x+ 3 : On utilise la formule (u + v)′ = u′ + v′ ave
 u(x) = x3
et v(x) = x+ 3

on obtient f ′(x) = 3x2 + 1

2. f(x) = 3(x2 + 4) : on utilise la formule (ku)′ = ku′
ave
 k = 3 et u(x) = x2 + 4

on obtient f ′(x) = 3× 2x = 6x

3. f(x) = (5x− 7)2 : on utilise la formule (u2)′ = 2uu′
ave
 u(x) = 5x− 7

on obtient f ′(x) = 2× 5× (5x− 7) = 10(5x− 7)

4. f(x) = (−2x+ 3)(5x2 − 3x+ 4) : On utilise la formule (uv)′ = u′v + uv′ ave
 :

u(x) = −2x+ 3 et v(x) = 5x2 − 3x+ 4 (et don
 u′(x) = −2 et v′(x) = 10x− 3). on obtient :

f ′(x) = −2× (5x2 − 3x+ 4) + (−2x+ 3)× (10x− 3) = −10x2 + 6x− 8− 20x2 + 6x+ 30x− 9 = −30x2 + 42x− 17

5. f(x) =
2x3 − 4x

x2 + 3
: On utilise la formule

(u

v

)

′

=
u′v − uv′

v2
ave
 :

u(x) = 2x3 − 4x et v(x) = x2 + 3 (et don
 u′(x) = 6x2 − 4 et v′(x) = 2x) on obtient :

f ′(x) =
(6x2 − 4)× (x2 + 3)− (2x3 − 4x)× 2x

(x2 + 3)2
=

6x4 + 18x2 − 4x2 − 12− 4x4
✄

✂

�

✁
+ 8x2

(x2 + 3)2
=

2x4 + 22x2 − 12

(x2 + 3)2

6. f(x) =
1

−3x+ 1
: On utilise la formule

(

1

v

)

′

= − v′

v2
ave
 v(x) = −3x+ 1

on obtient f ′(x) = − −3

(−3x+ 1)2
=

3

(−3x+ 1)2

7. f(x) = cos(2x+ 1) : On utilise la formule [f(ax+ b)]′ = af ′(ax+ b) ave
 f(x) = cos(x) et ax+ b = 2x+ 1
on obtient f ′(x) = −2 sin(2x+ 1)



5 Appli
ations des dérivées

Outre la détermination d'une équation de tangente en un point ou du 
al
ul d'une grandeur instantanée en physique, déjà

vus, les dérivées servent essentiellement à étudier les variations de la fon
tion f 
onsidérée et à re
her
her des extrema lo
aux

(maximum ou minimum).

5.1 Dérivée et variations

Théorème

Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I.

� f est 
roissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f ′(x) > 0.
� f est 
onstante sur I si et seulement si pour tout x de I, f ′(x) = 0.
� f est dé
roissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f ′(x) 6 0.

On utilisera davantage en TS le théorème suivant :

Théorème

� Si, pour tout x de I, f ′(x) > 0 alors f est stri
tement 
roissante sur I.

� Si, pour tout x de I, f ′(x) < 0 alors f est stri
tement dé
roissante sur I.

Exemples.

1. Étudier les variations de la fon
tion f dé�nie sur R par f(x) = −x2 + 8x+ 3.
f est dérivable sur R et pour tout x ∈ R, f ′(x) = −2x+ 8.
Il s'agit don
 d'étudier le signe de f ′(x) en fon
tion de x. f ′(x) étant du premier degré, 
e
i s'obtient en résolvant

−2x+8 = 0 (voir �
he 1er degré). On obtient x = 4. On réalise alors le tableau de signes de f ′
, puis les variations de f

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 4 +∞

+ 0 −

1919

Il restera à établir les limites de f en −∞ et en +∞ (
hapitre 2) pour 
ompléter le tableau de variations.

2. Étudier les variations de la fon
tion f dé�nie sur R par f(x) = x3 − 4x2 + 4x+ 5.

f est dérivable sur R et pour tout x ∈ R, f ′(x) = 3x2 − 8x+ 4.
Il s'agit don
 d'étudier le signe de f ′(x) en fon
tion de x. f ′(x) étant du se
ond degré, 
e
i s'obtient en 
al
ulant le

dis
riminant et les ra
ines éventuelles (voir �
he se
ond degré). On obtient ∆ = 16, puis x1 = 2 et x2 =
2

3
. On réalise

alors le tableau de signes de f ′
, puis les variations de f :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 2

3
2 +∞

+ 0 − 0 +

167

27

167

27

55

Il restera à établir les limites de f en −∞ et en +∞ (
hapitre 2) pour 
ompléter le tableau de variations.

Attention

On vous a bien entraîné (formaté ?) à 
al
uler le dis
riminant ∆ dès qu'un trin�me du se
ond degré pointe le bout de

son nez....Veillez à le faire uniquement quand 
'est né
essaire. Ainsi, dans le 1er exemple, f est du se
ond degré, 
ertes,

mais 
'est le signe de f ′
que nous voulons...et f ′

est du premier degré...don
 pas de ∆ à faire. En revan
he, dans le

se
ond exemple, f ′
est du se
ond degré et il faut bien 
al
uler ∆ pour étudier le signe de f ′

.



5.2 Extremum lo
al

Dé�nition

Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I et x0 ∈ I.

On dit que f(x0) est un maximum lo
al (respe
tivement minimum lo
al) de f si l'on peut trouver un intervalle ouvert

J in
lus dans I et 
ontenant x0 tel que pour tout x ∈ J , f(x) 6 f(x0) (respe
tivement f(x) > f(x0)).

Exemple. Une fon
tion est représentée 
i-


ontre sur [−6; 3].
1 et 4 sont des maxima lo
aux, respe
tivement

atteints en −5 et 1
−3, 5 est un minimum lo
al, atteint en −2
−2 n'est pas 
onsidéré 
omme un minimum lo
al

en −6 ou en 3. Il n'existe pas d'intervalle ouvert

in
lus dans [−6; 3] et 
ontenant −6 ou 3

b b

Cf

O

1

1

Théorème

Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I et x0 ∈ I.

Si f(x0) est un extremum lo
al de f alors f ′(x0) = 0. La tangente en x0 est horizontale.

Pour les trois extrema lo
aux de l'exemple pré
édent, la dérivée s'annule bien (tangente horizontale).

Remarque. La ré
iproque de 
ette propriété est fausse.

Prenons f(x) = x3
, de dérivée f ′(x) = 3x2

.

f ′(0) = 0, mais la représentation graphique de f n'admet pas d'extremum lo
al

en 0.

1

−1

1−1

b

b

O

Le théorème suivant permet toutefois d'utiliser la dérivée pour déterminer les extrema lo
aux.

Théorème

Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I et x0 ∈ I.

Si f ′
s'annule en 
hangeant de signe en x0 alors f(x0) est un extremum lo
al de f .

Exemple. Reprenons le graphique de l'exemple pré
édent. On peut alors lire les variations de la fon
tion f , puis en déduire

le signe de la fon
tion f ′

La dérivée f ′
s'annule et 
hange

de signe aux points d'abs
isses

−5, −2 et 1. f admet don
 trois

extrema lo
aux en 
es points !

x

f(x)

f ′(x)

−6 −5 −2 1 3

−2−2

11

−3.5−3.5

44

−2−2

+ 0 − 0 + 0 −

YYY


